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Àííîòàöèÿ
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ è íàãðóæåííîñòè îäíî-
ãî èç êîíöîâ ñòåðæíÿ ïî øåñòè ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì åãî èçãèáíûõ êîëåáàíèé. Íà îñíîâå
óñëîâèé Ïëþêêåðà, âîçíèêàþùèõ ïðè âîññòàíîâëåíèè ìàòðèöû ïî åå ìèíîðàì ìàêñèìàëü-
íîãî ïîðÿäêà, ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî êîððåêòíîñòè çàäà÷è è äîêàçàíà êîððåêòíîñòü åå ïî
À.Í. Òèõîíîâó. Íàéäåíî ÿâíîå ðåøåíèå çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ìàòðèöû êðàåâûõ óñëîâèé,
âûïèñàííîå â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñïåêòðàëü-
íîé çàäà÷è.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, îáðàòíàÿ çàäà÷à, ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû,
áàëêà, ñîñðåäîòî÷åííûé èíåðöèîííûé ýëåìåíò, ñîîòíîøåíèÿ (óñëîâèÿ)Ïëþêêåðà)
1. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è
Ê íåêîððåêòíûì çàäà÷àì ïðèâîäÿò ìíîãèå çàäà÷è ôèçèêè è òåõíèêè [1] [7].
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äèàãíîñòèêè ñîñòîÿíèÿ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì â ïðèêëàäíûõ
èññëåäîâàíèÿõ âàæíóþ ðîëü èãðàåò îïðåäåëåíèå óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ ýëåìåíòîâ è
äåòàëåé êîíñòðóêöèé è ìåõàíèçìîâ. Êàê ïîêàçàíî â [8,9] ïðîáëåìà âîññòàíîâëåíèÿ
êðàåâûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âèäó çàêðåïëåíèÿ, ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çà-
äà÷å èäåíòèôèêàöèè ìèíîðîâ ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû êðàåâûõ óñëîâèé.
Ýòà çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé ïî Àäàìàðó, òàê êàê, ëþáûå ÷èñëà íå ìîãóò
áûòü ìèíîðàìè ìàòðèöû (äëÿ òîãî, ÷òîáû íåêîòîðûå ÷èñëà áûëè ìèíîðàìè ìàò-
ðèöû, òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå òàê íàçûâàåìûõ óñëîâèé Ïëþêêåðà). Â [8, 9] ìèíîðû
ìàòðèöû ïî ïðèáëèæåííî íàéäåííûì çíà÷åíèÿì âû÷èñëÿëèñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ôàêòè÷åñêè ïðåäëàãàëñÿ ìåòîä êâàçèðåøåíèÿ íåêîððåêò-
íîé çàäà÷è). Íåäîñòàòêîì ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí ñëîæåí â ïðèìåíåíèè.
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ìåòîä ðåøåíèÿ. Îí ïðèìåíåí ê
íåñêîëüêèì çàäà÷àì îòûñêàíèÿ óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ ìåõàíè÷å-
ñêèõ ñèñòåì. Â îòëè÷èå îò óæå ðåøåííûõ çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé
ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïðåäîñòàâëÿåò íå òîëüêî àëãîðèòì, íî è äàåò ÿâíîå ðåøåíèå
çàäà÷è. Êðîìå òîãî, èçëîæåíèå çàäà÷è ïðîâåäåíî â îáùèõ îáîçíà÷åíèÿõ, ãîäíûõ
äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êðóãà çàäà÷.
Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèå ìåòîäà áóäåì ïðîâîäèòü íà îñíîâå çàäà÷è èäåíòèôè-
êàöèè óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ îäíîãî èç êîíöîâ ñòåðæíÿ, íà äðóãîì êîíöå êîòîðîãî
ðåàëèçóåòñÿ çàäåëêà.
Óðàâíåíèå ñâîáîäíûõ èçãèáíûõ êîëåáàíèé îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ ñ ïîñòîÿííîé
æåñòêîñòüþ íà èçãèá èìååò âèä [10, c. 152]:
EI
@4U(x; t)
@x4
+ F
@2U(x; t)
@t2
= 0;
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ãäå U(x; t)  ïðîãèá òåêóùåé òî÷êè îñè ñòåðæíÿ, EI  èçãèáíàÿ æåñòêîñòü ñòåðæ-
íÿ,   ïëîòíîñòü ñòåðæíÿ, F  ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ.
Åñëè ëåâûé êîíåö çàäåëàí, òî êðàåâûå óñëîâèÿ íà ëåâîì êîíöå: U = 0 , @U@x = 0
(ïðè x = 0).
Îñíîâíûå òèïû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïðàâîì êîíöå (ïðè x = 1) çàïèñûâàþòñÿ
â ñëåäóþùåì âèäå [10, c. 153]:
1) çàäåëêà U = 0 , @U@x = 0 ;
2) ñâîáîäíîå îïèðàíèå U = 0 , @
2U
@x2 = 0 ;
3) ñâîáîäíûé êîíåö @
3U
@x3 = 0 ,
@2U
@x2 = 0 ;
4) ïëàâàþùàÿ çàäåëêà @
3U
@x3 = 0 ,
@U
@x = 0 ;
5)9) ðàçëè÷íûå âèäû óïðóãîãî çàêðåïëåíèÿ:
5) EI @
3U
@x3 + c1 U = 0 ,
@U
@x = 0 ;
6) U = 0 , EI @
2U
@x2 + c2
@U
@x = 0 ;
7) EI @
3U
@x3 + c1 U = 0 ,
@2U
@x2 = 0 ;
8) @
3U
@x3 = 0 , EI
@2U
@x2 + c2
@U
@x = 0 ;
9) EI @
3U
@x3 + c1 U = 0 , EI
@2U
@x2 + c2
@U
@x = 0 ;
10) ñîñðåäîòî÷åííûé èíåðöèîííûé ýëåìåíò íà êîíöå
EI @
3U
@x3 =  m @
2U
@t2 , EI
@2U
@x2 =  I1 @
3U
@x @t2 .
Â îáùåì âèäå ýòè óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü òàê:
a11
@3U
@x3 + a15 U + a16
@2U
@t2 = 0;
a22
@2U
@x2 + a23
@U
@x + a24
@3U
@x @t2 = 0
(x = 1): (1)
Ïðè t = 0 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
U(x; 0) = f(x);
@U
@t
(x; 0) = g(x):
Îáîçíà÷èì F !2 = (EI) ÷åðåç 4: Òîãäà ïîñòàâëåííàÿ âûøå çàäà÷à î ñâîáîä-
íûõ èçãèáíûõ êîëåáàíèÿõ ñòåðæíÿ çàìåíîé u(x; t) = y(x) cos(! t) ñâîäèòñÿ (ñì.,
íàïðèìåð, [11]) ê ñëåäóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å:
y(4) = 4 y; U1(y) = y(0) = 0; U2(y) = y
0(0) = 0; U3(y) = 0; U4(y) = 0; (2)
ãäå
U3(y) = a11 y
000(1) +
 
a15   a16 4

y(1) = 0;
U4(y) = a22 y
00(1) +
 
a23   a24 4

y0(1) = 0 (a11; a14; a22; a23 2 R) (3)
 ëèíåéíûå ôîðìû, õàðàêòåðèçóþùèå çàêðåïëåíèå â òî÷êå x = 1 [10].
Èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà çàäà÷è (îñíîâíûõ òèïîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà
ïðàâîì êîíöå, îïèñàííûõ âûøå, è òîãî ÷òî êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòåé ïðóæèíîê
c1 è c2  íåîòðèöàòåëüíû) èìååì:
a11  0; a15  0; a16  0; a22  0; a23  0; a43  0: (4)
Ïîñòàâèì ê ýòîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å îáðàòíóþ: ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì
èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ íàéòè íåèçâåñòíûå êðàåâûå óñëîâèÿ U3(y) = 0;
U4(y) = 0 .
×òî æå îçíà÷àåò íàéòè êðàåâûå óñëîâèÿ? Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ,
÷òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî íàéòè âñå êîýôôèöèåíòû (4). Îäíàêî ýòî îøèáî÷íîå
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óòâåðæäåíèå. Äåëî â òîì, ÷òî îäíî è òî æå êðàåâîå óñëîâèå ìîæåò èìåòü ñîâåð-
øåííî ðàçíûå êîýôôèöèåíòû. Íàïðèìåð, óñëîâèÿ y000(1) = 0 è 5 y000(1) = 0 èìåþò
ñîâåðøåííî ðàçíûå êîýôôèöèåíòû a11 . Â ïåðâîì ñëó÷àå ýòî 1, à âî âòîðîì  ýòî
5. Îäíàêî ýòè êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è òîìó æå êðàåâîìó óñëîâèþ.
Ïîýòîìó íóæíî èñêàòü ìàòðèöó A = jjaij jj ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ñòðîê, à íå ñàìè êîýôôèöèåíòû.
Îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç êîýôôèöèåíòîâ aij ôîðì U3(y) è U4(y)
÷åðåç A :
A =
 a11 0 0 0 a15  a160 a22 a23  a24 0 0
 : (5)
×åðåç Mij îáîçíà÷èì ìèíîðû âòîðîãî ïîðÿäêà ýòîé ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç åå
i -ãî j -ãî ñòîëáöîâ:
M12 = a11 a22; M13 = a11 a23; M14 =  a11 a24; M15 = 0; M16 = 0;
M23 = 0; M24 = 0; M25 =  a15 a22; M26 = a16 a22;
M34 = 0; M35 =  a15 a23; M36 = 0;
M45 = 0; M46 =  a16 a24; M56 = 0:
(6)
Äëÿ îñíîâíûõ òèïîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïðàâîì êîíöå (ïðè x = 1), âûïè-
ñàííûõ âûøå, óêàæåì êàêèå èç ìèíîðîâ ìàòðèöû A çàâåäîìî îòëè÷íû îò íóëÿ:
1) çàäåëêà y(1) = 0 , y0(1) = 0 : M35 6= 0 ;
2) ñâîáîäíîå îïèðàíèå y(1) = 0 , y00(1) = 0 : M25 6= 0 ;
3) ñâîáîäíûé êîíåö y000(1) = 0 , y00(1) = 0 : M12 6= 0 ;
4) ïëàâàþùàÿ çàäåëêà y000(1) = 0 , y0(1) = 0 : M13 6= 0 ;
5)9) ðàçëè÷íûå âèäû óïðóãîãî çàêðåïëåíèÿ:
5) y000(1) + a15 y(1) = 0 , y0(1) = 0 : M13 6= 0 , (M35 6= 0);
6) y(1) = 0 , y00(1) + a23 y0(1) = 0 : M25 6= 0 , (M35 6= 0);
7) y000(1) + a15 y(1) = 0 , y00(1) = 0 : M12 6= 0 , (M25 6= 0);
8) y000(1) = 0 , y00(1) + a23 y0(1) = 0 : M12 6= 0 , (M13 6= 0);
9) y000(1) + a15 y(1) = 0 , y00(1) + a23 y0(1) = 0 : M12 6= 0 , (M35 6= 0 , M25 6= 0 ,
M13 6= 0);
10) ñîñðåäîòî÷åííûé èíåðöèîííûé ýëåìåíò íà êîíöå
y000(1)  a16 4 y(1) = 0 , y00(1)  a24 4 y0(1) = 0 : M12 6= 0 , (M46 6= 0 , M25 6= 0 ,
M13 6= 0).
Â òåðìèíàõ ìàòðèöû A îòûñêàíèå ôîðì U3(y); U4(y) ðàâíîñèëüíî íàõîæäåíèþ
ìàòðèöû A ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé åå ñòðîê.
Ïîýòîìó ïîñòàâëåííàÿ âûøå îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé
ìîæåò áûòü ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: êîýôôèöèåíòû aij
ôîðì U3(y) è U4(y) çàäà÷è (2)  íåèçâåñòíû; ðàíã ìàòðèöû (5) ðàâåí äâóì;
èçâåñòíû îòëè÷íûå îò íóëÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ k çàäà÷è (2); òðåáóåòñÿ
âîññòàíîâèòü ìàòðèöó (5) ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê.
Ïîêàæåì, ÷òî ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ.
Ôóíêöèè
y1(x; ) =
 
cosx+ chx

=2; y2(x; ) =
 
sinx+ shx

=(2)
y3(x; ) =
   cosx+ chx=(22); y4(x; ) =    sinx+ shx=(23) (7)
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ
y(4)(x; ) = 4 y(x; ); (8)
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óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì
y
(r 1)
j (0; ) =

0 ïðè j 6= r;
1 ïðè j = r;
j; r = 1; 2; 3; 4 (9)
(äðóãèìè ñëîâàìè, ðåøåíèÿ yj(x; ) (j = 1; 2; 3; 4) îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ
ñèñòåìó Êîøè è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Êðûëîâà [10]).
Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå
y(x) = y(x; ) = C1 y1(x; ) + C2 y2(x; ) + C3 y3(x; ) + C4 y4(x; ):
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò C1 , C2 , C3 , C4 èñïîëüçóþò êðàåâûå óñëîâèÿ èç (2):
Ui(y) = Ui(C1 y1 + C2 y2 + C3 y1 + C4 y2) =
= C1 Ui(y1) + C2 Ui(y2) + C3 Ui(y1) + C4 Ui(y2) = 0; i = 1; 2; : : : ; n:
(10)
Óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (2) ïîëó÷àþò èç óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ Ci èç ñèñòåìû (10). Íåíóëåâîå ðåøåíèå äëÿ Ci
ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâåí íóëþ îïðåäåëèòåëü
() =

U1(y1) U1(y2) U1(y3) U1(y4)
U2(y1) U2(y2) U2(y3) U2(y4)
U3(y1) U3(y2) U3(y3) U3(y4)
U4(y1) U4(y2) U4(y3) U4(y4)
 (11)
ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû. Ýòîò îïðåäåëèòåëü íàçûâàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
îïðåäåëèòåëåì ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (2). Åãî íóëè ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà-
÷åíèÿìè çàäà÷è (2) [12]. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (9), èç (11) ïîëó÷àåì
() 

1 0 0 0
0 1 0 0
U3(y1) U3(y2) U3(y3) U3(y4)
U4(y1) U4(y2) U4(y3) U4(y4)
 =
 U3(y3) U3(y4)U4(y3) U4(y4)
 : (12)
Îòñþäà è èç (3) èìååì
() 
 a11 y0003 (1) +  a15   a16 4 y3(1) a11 y0004 (1) +  a15   a16 4 y4(1)a22 y003 (1) +  a23   a24 4 y03(1) a22 y004 (1) +  a23   a24 4 y04(1)
 : (13)
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëàïëàñà äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé, ïîëó÷àåì
() M12 f12() +M13 f13() +M14 f14() +M25 f25()+
+M26 f26() +M35 f35() +M46 f46();
(14)
ãäå
f12() =   12 (1 + cos ch) ;
f13() =   12 (sin ch+ cos sh) ; f14() = 4 f13();
f25() =
1
23 (cos sh  sin ch) ; f26() = 4 f25();
f35() =
1
24 (cos ch  1) ; f46() = 8 f35();
(15)
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé ïî ñîáñòâåííûì ÷à-
ñòîòàì â òåðìèíàõ ôóíêöèè (14) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
êîýôôèöèåíòû aij ìàòðèöû A íåèçâåñòíû; ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí äâóì; èç-
âåñòíû íåíóëåâûå êîðíè k õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ (14). Òðåáóåòñÿ
èäåíòèôèöèðîâàòü ìàòðèöó A ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê.
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2. Ôîðìóëû íàõîæäåíèÿ ìèíîðîâ M12 , M13 , M14 , M25 , M26 , M35 , M46 .
Ïðåæäå ÷åì íàéòè ìàòðèöó A , íóæíî íàéòè ñíà÷àëà åå ìèíîðû, à çíà÷èò è
÷èñëà
M12; M13; M14; M25; M26; M35; M46; (16)
âõîäÿùèå â ðàçëîæåíèå (14).
Ïóñòü k , k = 1; 2 : : : ; 6 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåé
óðàâíåíèþ (14) êðàåâîé çàäà÷è. Òîãäà k , k = 1; 2 : : : ; 6  êîðíè óðàâíåíèÿ (14)
[12]. Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèå (14), ïîëó÷èì ñèñòåìó 6 óðàâíåíèé äëÿ
îòûñêàíèÿ 7 íåèçâåñòíûõ (16) ìàòðèöû A :
M12 f
k
12 +M13 f
k
13 +M14 f
k
14 +M25 f
k
25 +M26 f
k
26+
+M35 f
k
35 +M46 f
k
46 = 0; k = 1; 2 : : : ; 7;
(17)
ãäå ÷åðåç fkij îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèé fij() â òî÷êå  = k (k = 1; 2; : : : ; 6).
Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (17) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè ãèïåðïëîñêîñòåé â 7-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R7 . Åñëè ìàòðèöà
F =

f112 f
1
13 f
1
14 f
1
25 f
1
26 f
1
35 f
1
46
f212 f
2
13 f
2
14 f
2
25 f
2
26 f
2
35 f
2
46
...
...
...
...
...
...
...
f612 f
6
13 f
6
14 f
6
25 f
6
26 f
6
35 f
6
46
 (18)
ñèñòåìû óðàâíåíèé (17) èìååò ðàíã 6, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (17) îïðåäåëÿåò ïðÿ-
ìóþ â 7-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Èçâåñòíî, ÷òî
íàïðàâëÿþùèé âåêòîð äàííîé ïðÿìîé, ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå:
a = (F12; F13; F14; F25; F26; F35; F46);
ãäå Fij  ìèíîð ìàòðèöû F , ïîëó÷àåìûé âû÷åðêèâàíèåì ñòîëáöà ñ ýëåìåíòàìè f
k
ij
(k = 1; 2; 3). Ïîýòîìó ýòó ïðÿìóþ ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì ïàðàìåòðè÷åñêèì
óðàâíåíèåì:
M12 = F12 t; M13 =  F13 t; M14 = F14 t; M25 =  F25 t;
M26 = F26 t; M35 =  F35 t; M46 =  F46 t; t 2 R: (19)
3. Êîððåêòíîñòü ïî À.Í. Òèõîíîâó ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à îòûñêàíèÿ 7 íåèçâåñòíûõ (16) ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé ïî
À.Í. Òèõîíîâó.
Ñèñòåìà (17) èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ïîýòîìó òðåáóåòñÿ êàê-òî
ôàêòîðèçîâàòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ò.å. ââåñòè ìíîæåñòâî êîððåêòíîñòè M .
Äëÿ ïîäõîäà À.Í. Òèõîíîâà ê âîïðîñó êîððåêòíîñòè õàðàêòåðíî, ÷òî ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî M  V , ñóùåñòâåííî áîëåå óçêîå, ÷åì âñå ïðîñòðàí-
ñòâî V . Ïóñòü îáðàç ìíîæåñòâà M ïðè îòîáðàæåíèè ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà R â
ïðîñòðàíñòâå Z åñòü ìíîæåñòâî  , ò.å.  = RM .
Çàäà÷à Rv = z íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé ïî À.Í. Òèõîíîâó (óñëîâíî êîððåêòíîé),
åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ [24]:
1) àïðèîðè èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò è ïðèíàäëåæèò íåêîòîðî-
ìó ìíîæåñòâó M ïðîñòðàíñòâà V ;
2) ðåøåíèå åäèíñòâåííî íà ìíîæåñòâå M ;
3) äëÿ ëþáîãî " > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå  > 0 , ÷òî äëÿ ëþáûõ z; ez 2  = RM è
òàêèõ, ÷òî kz   ezkZ <  âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî kv   evkV < " .
6 À.Ì. ÀÕÒßÌÎÂ, À.Â. ÌÓÔÒÀÕÎÂ, À.À. ÀÈÒÁÀÅÂÀ
Â íàøåì ñëó÷àå ïîä îïåðàòîðîì R ìîæíî ïîíèìàòü îòîáðàæåíèå, çàäàâàåìîå
ñèñòåìîé óðàâíåíèé (17) è ïåðåâîäÿùåå íàáîð 7 çíà÷åíèé (16) â 6 çíà÷åíèé k
(k = 1; 2; : : : ; 6) .
×òîáû âûäåëèòü ìíîæåñòâî êîððåêòíîñòè ââåäåì íîðìó
k  k = max(jM12j; jM13j; jM14j; jM25j; jM26j; jM35j; jM46j)): (20)
Áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì êîððåêòíîñòè M òàêîé íàáîð ìèíîðîâ v =
(jM12j; jM13j; jM14j; jM25j; jM26j; jM35j; jM46j) , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû òðè óñëîâèÿ:
1) óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè v åäèíè÷íîé ñôåðå:
kvk = max(jM12j; jM13j; jM14j; jM25j; jM26j; jM35j; jM46j) = 1: (21)
2) M12  0 , M13  0 , M14  0 , M25  0 , M26  0 , M35  0 , M46  0 .
Óñëîâèå 1) îáåñïå÷èâàåò ìàòåìàòè÷åñêîå ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ðåøåíèé (äâå òî÷-
êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé (19) è ñôåðû (21)). Óñëîâèå 2) ñëåäóåò èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñ-
ëà êîýôôèöèåíòîâ aij . Îíî âûïîëíÿåòñÿ àïðèîðè è äàåò âûáîð îäíîãî èç ýòèõ äâóõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ðåøåíèé (îäíîé èç äâóõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ). (Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ âûáîð çíàêîâ  èëè  íå ïðèíöèïèàëåí; îí ïîçâîëÿåò âûáðàòü îäíî
èç äâóõ ðåøåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ â ïåðåñå÷åíèè ïðÿìîé (19) è ñôåðû, (21)).
Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.
Ïóñòü V  ýòî ïðîñòðàíñòâî R7 ýëåìåíòîâ v = (v1; v2; : : : ; v7) ñ íîðìîé kvk =
max(jv1j; jv2j; : : : ; jv7j) ; Z  ýòî ïðîñòðàíñòâî R6 ýëåìåíòîâ z = (z1; z2; : : : ; z6) ñ
íîðìîé kzk = max(jz1j; jz2j; : : : ; jz6j) , îáðàç ìíîæåñòâà M ïðè îòîáðàæåíèè ñ ïî-
ìîùüþ îïåðàòîðà R â ïðîñòðàíñòâå Z åñòü ìíîæåñòâî  , ò.å.  = RM .
Òîãäà çàäà÷à Rv = z áóäåò êîððåêòíîé ïî À.Í. Òèõîíîâó, òàê êàê âñå òðè
óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ êîððåêòíîñòè ïî ïî À.Í. Òèõîíîâó âûïîëíåíû: Àïðèîðè èç-
âåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè íàáîðà 7 çíà÷åíèé (16) ïî ñîáñòâåííûì
÷àñòîòàì ñóùåñòâóåò (òàê êàê èìåííî ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (17) îïèñûâàþòñÿ
ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ðåàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû). Êîì-
ïàêòíîñòü ìíîæåñòâà M è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ íà íåì ïîêàçàíà âûøå. Òàêèì
îáðàçîì, ïåðâûå äâà óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ âûïîëíåíû. Òðåòüå óñëîâèå âûòåêàåò èç
àíàëèòè÷íîñòè fij() ïî ïàðàìåòðó  .
Â ðàáîòå îïèñàíî êàê ïî ìèíîðàì ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A íàõî-
äèòü ñàìó ìàòðèöó A ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê. Èçâåñòíî,
÷òî ìèíîðû ìàòðèöû A äîëæíû áûòü ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé òàê íàçûâàåìûìè
óñëîâèÿìè Ïëþêêåðà.
4. Óñëîâèÿ Ïëþêêåðà.
Óñëîâèÿ Ïëþêêåðà âîçíèêàþò ïðè îòûñêàíèè ðàíãîâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ïî
ñâîåìó íàïðàâëÿþùåìó áèâåêòîðó (ñì. [13]). Èõ ìîæíî òàêæå èíòåðïðåòèðîâàòü â
òåðìèíàõ ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè, êàê óñëîâèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè îòûñêàíèè ïðî-
åêòèâíîé ïðÿìîé ïî êîîðäèíàòàì Ïëþêêåðà (ñì. [14,15]), à òàêæå â òåðìèíàõ ãðàñ-
ñìàíîâîé àëãåáðû êàê ïëþêêåðîâû óñëîâèÿ ïðîñòîòû ãðàññìàíîâîãî àãðåãàòà [16].
Îäíàêî íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïðàâèëüíûì íå ïðèáåãàòü ê äîïîëíèòåëüíîé òåð-
ìèíîëîãèè. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ïîäõîä ê óñëîâèÿì Ïëþêêåðà,
êàê ê óñëîâèÿì âîçíèêàþùèì ïðè âîññòàíîâëåíèè (ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ñòðîê) ìàòðèöû ïî åå ìèíîðàì ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì,
íîâûì ÿâëÿåòñÿ çàïèñü èñêîìîé ìàòðèöû íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ ìèíîðîâ, à
íå ÷åðåç ñèñòåìó óðàâíåíèé, êàê ýòî äåëàåòñÿ îáû÷íî. Òàêîé ïîäõîä äåëàåò óñëî-
âèå Ïëþêêåðà áîëåå íàãëÿäíûì è ïîçâîëÿåò ïðåäúÿâèòü ÿâíîå ðåøåíèå çàäà÷è
îòûñêàíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü rankA = 2 . ×òîáû ìàòðèöó
eA =  ea11 0 0 0 ea15  ea160 ea22 ea23  ea24 0 0
 :
ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû (5) ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñòðîê íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàáîðû ìèíîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ýòèõ
ìàòðèö ñîâïàäàëè ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ, íå çàâèñÿùåãî îò
èíäåêñîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Èòàê, ïóñòü ìàòðèöó eA ìîæíî ïîëó-
÷èòü èç ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê. Òî åñòü ñó-
ùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà S ðàçìåðà 2  2 òàêàÿ, ÷òî eA = S  A , ãäå
detS = k 6= 0 . Òîãäà äëÿ âñåõ ïîäìàòðèö eAi1i2 è Ai1i2 ðàçìåðà 2  2 ìàòðèö eA
è A âåðíî: eAi1i2 = S  Ai1i2 , ãäå 1  i1 < i2  6 . À çíà÷èò fMi1i2 = det eAi1i2 =
det (S Ai1i2) = detS  detAi1i2 = k Mi1i2 . ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü (a1;a2)  íàáîð ñòðîê ìàòðèöû A , à (ea1; ea2)  íàáîð
ñòðîê ìàòðèöû eA . Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ìàòðèöó eA ìîæíî áûëî
ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Span (a1;a2) = Span (ea1; ea2) : Íàéäåì óñëîâèå ïðè êîòîðîì
âåêòîð-ñòðîêà x = (x1; x2; x3; x4; x5; x6) ëåæèò â Span (a1;a2) . Äëÿ ýòîãî ðàññìîò-
ðèì ñëåäóþùóþ ìàòðèöó ðàçìåðà 3 6 :
A1 =

a11 0 0 0 a15  a16
0 a22 a23  a24 0 0
x1 x2 x3 x4 x5 x6
 (22)
Ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
M12 6= 0 . Òîãäà âñå îêàéìëÿþùèå M12 ìèíîðû 3-ãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ:
 M13 x2 +M12 x3 = 0;  M14 x2 +M12 x4 = 0;
M25 x1 +M12 x5 = 0; M26 x1 +M12 x6 = 0:
(23)
Îòñþäà ïîëó÷èì äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ x1 = (M12; 0; 0; 0; M25; M26)
è x2 = (0;M12;M13;M14; 0; 0) , ïî êîòîðûì ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó A :
A =
 M12 0 0 0  M25  M260 M12 M13 M14 0 0
 :
Ïðîäåëàåì òîæå ñàìîå ñ ìàòðèöåé eA . Òàê êàê íàáîðû ìèíîðîâ ìàêñèìàëüíîãî
ïîðÿäêà ýòèõ ìàòðèö ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ, íå çàâèñÿ-
ùåãî îò èíäåêñîâ, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
ýêâèâàëåíòíû, à çíà÷èò Span (a1;a2) = Span (ea1; ea2) .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöó eA ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ
ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Çàìåòèì, ÷òî, ðåøàÿ ñèñòåìó (23), ìîæíî âîññòàíîâèòü ìàòðèöó A ïî åå ìèíî-
ðàì âòîðîãî ïîðÿäêà, ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê.
Òåîðåìà 2. (óñëîâèÿ Ïëþêêåðà). Äëÿ òîãî ÷òîáû íàáîð ÷èñåë
M12; M13; M14; M15 = 0; M16 = 0; M23 = 0; M24 = 0;
M25; M26; M34 = 0; M35; M46; M56 = 0:
(24)
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ÿâëÿëñÿ íàáîðîì ìèíîðîâ ìàòðèöû (5) ðàíãà 2 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ
M12M35  M25M13 = 0; (25)
M12M46  M26M14 = 0; (26)
M13M25  M12M35 = 0; (27)
M13M26 = 0; (28)
M14M25 = 0; (29)
M14M35 = 0; (30)
M13M46 = 0; (31)
M26M35 = 0; (32)
M25M46 = 0; (33)
íàçûâàåìûå óñëîâèÿìè Ïëþêêåðà.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü M12 6= 0 . Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî åñëè M12 6= 0 , òî
A =
 1 0 0 0  M25=M12  M26=M120 M12 M13 M14 0 0
 : (34)
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â çàïèñè ìàòðèöû A íå èñïîëüçóþòñÿ ìèíîðû M35 ,
M46 . Èõ ìîæíî âû÷èñëèòü:
M35 =
 0  M25M12M13 0
 = M25M13M12 ; M46 =
 0  M26M12M14 0
 = M26M14M12 :
Êàê âèäèì, åñëè
M12M35 6= M25M13; M12M46 6= M26M14; M13M26 6= 0; M14M25 6= 0;
òî âîññòàíîâèòü ìàòðèöó ïî äàííûì ¾ìèíîðàì¿ íåâîçìîæíî, òàê êàê òàêîâîé íå
ñóùåñòâóåò.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè M12 6= 0 è ÷èñëà (24) ÿâëÿþòñÿ íàáîðîì ìèíîðîâ ìàòðèöû
(5) ðàíãà 2, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ïëþêêåðà (25), (26), (28), (29) . Âåðíî è
îáðàòíîå, åñëè åñëè M12 6= 0 è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ïëþêêåðà (25), (26), (28), (29),
òî ÷èñëà (24) ÿâëÿþòñÿ íàáîðîì ìèíîðîâ ìàòðèöû (5) ðàíãà 2. Óñëîâèå M12 6= 0
íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì. àíàëîãè÷íûå òåîðåìû ìîæíî ïîëó÷èòü, êîãäà îòëè÷åí
îò íóëÿ äðóãîé ìèíîð âòîðîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A .
2) Ïóñòü M13 6= 0 , (a1;a2)  íàáîð ñòðîê ìàòðèöû A . Íàéäåì óñëîâèå ïðè
êîòîðîì âåêòîð-ñòðîêà x = (x1; x2; x3; x4; x5; x6) ëåæèò â Span (a1;a2) . Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì ìàòðèöó (22) ðàçìåðà 3 6 . Ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 2. Ïîýòîìó âñå
îêàéìëÿþùèå M13 ìèíîðû 3-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû (22) ðàâíû íóëþ:
 M13 x2 +M12 x3 = 0;  M14 x3 +M13 x4 = 0; M35 x1 +M13 x5 = 0: (35)
Îòñþäà ïîëó÷èì äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ x1 =

1; 0; 0; 0; M35M13 ; 0

è
x2 = (0;M12;M13;M14; 0; 0) , ïî êîòîðûì ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó A :
A =
 1 0 0 0  M35M13 00 M12 M13 M14 0 0
 :
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Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â çàïèñè ìàòðèöû A íå èñïîëüçóþòñÿ ìèíîðû M25 ,
M26 , M46 . Èõ ìîæíî âû÷èñëèòü:
M25 =
 0  M35M13M12 0
 = M12M35M13 ; M26 =
 0 0M12 0
 = 0; M46 =  0 0M14 0
 = 0:
Êàê âèäèì, åñëè
M13M25 6= M12M35; M14M35 6= 0;
òî âîññòàíîâèòü ìàòðèöó ïî äàííûì ¾ìèíîðàì¿ íåâîçìîæíî, òàê êàê òàêîâîé íå
ñóùåñòâóåò.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè M13 6= 0 è ÷èñëà (24) ÿâëÿþòñÿ íàáîðîì ìèíîðîâ ìàòðèöû
(5) ðàíãà 2, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ïëþêêåðà (27) , (30). Âåðíî è îáðàòíîå, åñëè
åñëè M12 6= 0 è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ïëþêêåðà (27) , (30) ÿâëÿþòñÿ íàáîðîì
ìèíîðîâ ìàòðèöû (5) ðàíãà 2.
3) Ïóñòü M14 6= 0 , (a1;a2)  íàáîð ñòðîê ìàòðèöû A . Íàéäåì óñëîâèå ïðè
êîòîðîì âåêòîð-ñòðîêà x = (x1; x2; x3; x4; x5; x6) ëåæèò â Span (a1;a2) . Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì ìàòðèöó (22) ðàçìåðà 3 6 . Ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 2. Ïîýòîìó âñå
îêàéìëÿþùèå M14 ìèíîðû 3-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû (22) ðàâíû íóëþ:
M12 x4  M14 x2 = 0; M13 x4  M14 x3 = 0;  M14 x6  M46 x1 = 0: (36)
Îòñþäà ïîëó÷èì äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ x1 =

1; 0; 0; 0; 0; M46M14

è
x2 = (0; M12; M13;M14; 0; 0) , ïî êîòîðûì ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó A :
A =
 1 0 0 0 0 M46M140  M12  M13 M14 0 0
 :
Â çàïèñè ìàòðèöû A íå èñïîëüçóþòñÿ ìèíîðû M25 , M26 , M35 . Èõ ìîæíî âû-
÷èñëèòü:
M25 =
 0 0 M12 0
 = 0; M26 =  0 M46M14 M12 0
 = M12M46M14 ;
M35 =
 0 0 M13 0
 = 0:
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû íàáîð ÷èñåë (24), ãäå M14 6= 0 , ÿâëÿëñÿ íàáîðîì ìè-
íîðîâ ìàòðèöû (5) ðàíãà 2 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ
(26), (31).
4)Ïóñòü M25 6= 0 , (a1;a2)  íàáîð ñòðîê ìàòðèöû A . Íàéäåì óñëîâèå ïðè
êîòîðîì âåêòîð-ñòðîêà x = (x1; x2; x3; x4; x5; x6) ëåæèò â Span (a1;a2) . Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì ìàòðèöó (22) ðàçìåðà 3 6 . Ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 2. Ïîýòîìó âñå
îêàéìëÿþùèå M25 ìèíîðû 3-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû (22) ðàâíû íóëþ:
M12 x5 +M25 x1 = 0; M35 x2  M25 x3 = 0;  M26 x5  M25 x6 = 0: (37)
Îòñþäà ïîëó÷èì äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ x1 =

M12
M25
; 0; 0; 0; 1; M26M25

è x2 = (0;M25;M35; 0; 0; 0) , ïî êîòîðûì ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó A :
A =
 M12M25 ; 0 0 0  1  M26M250 M25 M35 0 0 0
 :
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Â çàïèñè ìàòðèöû A íå èñïîëüçóþòñÿ ìèíîðû M13 , M14 , M46 . Èõ ìîæíî âû-
÷èñëèòü:
M13 =
 M12M25 00 M35
 = M12M35M25 ; M14 =
 M12M25 00 0
 = 0;
M46 =
 0  M26M250 0
 = 0:
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû íàáîð ÷èñåë (24), ãäå M25 6= 0 , ÿâëÿëñÿ íàáîðîì ìè-
íîðîâ ìàòðèöû (5) ðàíãà 2 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ
(27), (32).
5)Ïóñòü M26 6= 0 , (a1;a2)  íàáîð ñòðîê ìàòðèöû A . Íàéäåì óñëîâèå ïðè
êîòîðîì âåêòîð-ñòðîêà x = (x1; x2; x3; x4; x5; x6) ëåæèò â Span (a1;a2) . Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì ìàòðèöó (22) ðàçìåðà 3 6 . Ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 2. Ïîýòîìó âñå
îêàéìëÿþùèå M26 ìèíîðû 3-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû (22) ðàâíû íóëþ:
M12 x6 +M26 x1 = 0; M46 x2  M26 x4 = 0;  M26 x5  M25 x6 = 0: (38)
Îòñþäà ïîëó÷èì äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ x1 =

M12
M26
; 0; 0; 0; M25M26 ; 1

è x2 = (0;M26; 0;M46; 0; 0) , ïî êîòîðûì ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó A :
A =
 M12M26 ; 0 0 0 M25M26  10 M26 0 M46 0 0
 :
Â çàïèñè ìàòðèöû A íå èñïîëüçóþòñÿ ìèíîðû M13 , M14 , M35 . Èõ ìîæíî âû-
÷èñëèòü:
M13 =
 M12M26 00 0
 = 0; M14 =  M12M26 00 M46
 = M12M46M26 ;
M35 =
 0 M25M260 0
 = 0:
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû íàáîð ÷èñåë (24), ãäå M26 6= 0 , ÿâëÿëñÿ íàáîðîì ìè-
íîðîâ ìàòðèöû (5) ðàíãà 2 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ
(26), (33).
6) Ïóñòü òåïåðü M35 6= 0 . Ïóñòü (a1;a2)  íàáîð ñòðîê ìàòðèöû A . Íàéäåì
óñëîâèå ïðè êîòîðîì âåêòîð-ñòðîêà x = (x1; x2; x3; x4; x5; x6) ëåæèò â Span (a1;a2) .
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ìàòðèöó (22) ðàçìåðà 3  6 . Ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 2.
Ïîýòîìó âñå îêàéìëÿþùèå M35 ìèíîðû 3-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû (22) ðàâíû íóëþ:
M35 x1 +M13 x5 = 0; M35 x2  M25 x3 = 0: (39)
Îòñþäà ïîëó÷èì äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ x1 =

 M13M35 ; 0; 0; 0; 1; 0

è
x2 = (0;M25;M35; 0; 0; 0) , ïî êîòîðûì ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó A :
A =
  M13M35 0 0 0 1 00  M25  M35 0 0 0
 :
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â çàïèñè ìàòðèöû A íå èñïîëüçóþòñÿ ìèíîðû M12 ,
M14 , M26 , M46 . Èõ ìîæíî âû÷èñëèòü:
M12 =
  M13M35 00  M25
 = M25M13M35 ; M14 =
  M13M35 00 0
 = 0;
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M26 =
 0 0 M25 0
 = 0; M46 =  0 00 0
 = 0;
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû íàáîð ÷èñåë (24), ãäå M35 6= 0 , ÿâëÿëñÿ íàáîðîì
ìèíîðîâ ìàòðèöû (5) ðàíãà 2 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå
(27).
7) Ïóñòü M46 6= 0 . Ïóñòü (a1;a2)  íàáîð ñòðîê ìàòðèöû A . Íàéäåì óñëîâèå
ïðè êîòîðîì âåêòîð-ñòðîêà x = (x1; x2; x3; x4; x5; x6) ëåæèò â Span (a1;a2) . Äëÿ
ýòîãî ðàññìîòðèì ìàòðèöó (22) ðàçìåðà 36 . Ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 2. Ïîýòîìó
âñå îêàéìëÿþùèå M46 ìèíîðû 3-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû (22) ðàâíû íóëþ:
M46 x1 +M14 x6 = 0; M46 x2  M26 x4 = 0: (40)
Îòñþäà ïîëó÷èì äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ x1 =

M14
M46
; 0; 0; 0; 0; 1

è
x2 = (0;M26; 0;M46; 0; 0) , ïî êîòîðûì ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó A :
A =
 M14M46 0 0 0 0  10 M26 0 M46 0 0
 :
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â çàïèñè ìàòðèöû A íå èñïîëüçóþòñÿ ìèíîðû M12 ,
M13 , M25 , M35 . Èõ ìîæíî âû÷èñëèòü:
M12 =
 M14M46 00 M26
 = M14M26M46 ; M13 =
 M14M46 00 0
 = 0;
M25 =
 0 0M26 0
 = 0; M35 =  0 00 0
 = 0:
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû íàáîð ÷èñåë (24), ãäå M35 6= 0 , ÿâëÿëñÿ íàáîðîì
ìèíîðîâ ìàòðèöû (5) ðàíãà 2 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå
(26).
5. Ìåòîä èäåíòèôèêàöèè ìàòðèöû A .
1) Ïóñòü k , k = 1; 2 : : : ; 6 ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè êðà-
åâîé çàäà÷è (2), (3). Àïðèîðè èçâåñòíî, ÷òî èñêîìàÿ ìàòðèöà A ñóùåñòâóåò, âñå
Fij íàéäåíû òî÷íî è F12 6= 0 , òî M12 6= 0 , óñëîâèÿ Ïëþêêåðà (25)  (33) âûïîë-
íåíû, à ñàìà ìàòðèöà A èìååò âèä (34). Åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî F12
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì øåñòîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû F , òî èç (25)
ïîëó÷àåì, ÷òî M12 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì ìàòðèöû A , à ñàìà
ìàòðèöà A ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê ìîæåò áûòü çàïèñàíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
A =
 1 0 0 0  F25F12  F26F120 F12 F13 F14 0 0

èëè
A =
 1 0 0 0  F25F12  F26F120 1 F13=F12 F14=F12 0 0
 : (41)
Çàïèñü ìàòðèöû A â âèäå (41) óäîáíà òåì, ÷òî íàáîð ìèíîðîâ ìàòðèöû (41)
ëåæèò â ìíîæåñòâå êîððåêòíîñòè M (ìèíîð M12 = 1 , îñòàëüíûå ìèíîðû íå áîëüøå
åäèíèöû).
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Âñå óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè ïî À.Í. Òèõîíîâó âûïîëíåíû, â òîì ÷èñëå è òðåòüå.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî " > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå  > 0 , ÷òî äëÿ ëþáûõ z =
(1; 2; 3; 4; 5; 6) , ez = (e1; e2; e3; e4; e5; 6) 2  = RM è òàêèõ, ÷òî kz ezkR6 < 
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
k(M12;M13;M14M25;M26;M35;M46)  (fM12; fM13; fM14; fM25; fM26; fM35; fM46kR6 < ":
Ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèé fij() è Fij() ïî ïàðàìåòðó  .
Àíàëîãè÷íî âûïèñûâàþòñÿ ÿâíûå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ìàòðèöû A â ñëó÷à-
ÿõ, åñëè íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû F ÿâëÿåòñÿ
íå F12 , à äðóãîé ìèíîð ìàòðèöû A .
Åñëè ÷èñëà 1 , 2 , ..., 6 , à çíà÷èò, è Fij äàíû ïðèáëèæåííî, òî óñëîâèÿ (25)
(33) ìîãóò íå âûïîëíÿòüñÿ è ïîýòîìó ôîðìàëüíî ïî ìèíîðàì Fij ìàòðèöó A ïî-
ñòðîèòü íåâîçìîæíî. Îäíàêî â çàïèñè (41) äëÿ ìàòðèöû A íå èñïîëüçóåòñÿ ìèíîðû
F35 è F46 , ïîýòîìó èõ çíà÷åíèÿ íàì ôàêòè÷åñêè íå íóæíû. Åñëè F12 ÿâëÿåòñÿ íàè-
áîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì øåñòîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû F , òî ìàòðèöó (41) ìîæíî
ñ÷èòàòü ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ìàòðèöû A . Ïðè÷åì, êàê
ñëåäóåò èç âûøåèçëîæåííîãî, ÷åì áëèæå ÷èñëà 1 , 2 ,..., 6 ê òî÷íûì, òåì áëèæå
ê òî÷íûì çíà÷åíèÿì è ýëåìåíòû ìàòðèöû A .
Àíàëîãè÷íî âûïèñûâàþòñÿ ÿâíûå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ìàòðèöû A â ñëó÷à-
ÿõ, åñëè íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû F ÿâëÿåòñÿ
íå F12 , à äðóãîé ìèíîð ìàòðèöû A .
Òàê, åñëè íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì øåñòîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû F ÿâëÿ-
åòñÿ ìèíîð F13 , òî ÿâíûì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì áóäåò ìàòðèöà
A =
 1 0 0 0  F35F13 00 F12=F13 1 F14=F13 0 0
 : (42)
Åñëè íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì øåñòîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû F ÿâëÿåòñÿ
ìèíîð F14 , òî ÿâíûì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì áóäåò ìàòðèöà
A =
 1 0 0 0 0 F46F140  F12=F14  F13=F14 1 0 0
 : (43)
Åñëè íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì øåñòîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû F ÿâëÿåòñÿ
ìèíîð F25 , òî ÿâíûì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì áóäåò ìàòðèöà
A =
 F12F25 ; 0 0 0  1  F26F250 1 F35=F25 0 0 0
 : (44)
Åñëè íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì øåñòîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû F ÿâëÿåòñÿ
ìèíîð F26 , òî ÿâíûì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì áóäåò ìàòðèöà
A =
 F12F26 ; 0 0 0 F25F26  10 1 0 F46=F26 0 0
 : (45)
Åñëè íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì øåñòîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû F ÿâëÿåòñÿ
ìèíîð F26 , òî ÿâíûì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì áóäåò ìàòðèöà
A =
  F13F35 0 0 0 1 00 F25=F35 1 0 0 0
 : (46)
Åñëè íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ìèíîðîì øåñòîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû F ÿâëÿåòñÿ
ìèíîð F46 , òî ÿâíûì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì áóäåò ìàòðèöà
A =
 F14F46 0 0 0 0  10 F26=F46 0 1 0 0
 : (47)
Òàêèì îáðàçîì, âåðíà ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 3. Åñëè k , k = 1; 2 : : : ; 6 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè êðàå-
âîé çàäà÷è (2), (3), rankF = 6 , òî çàäà÷à îòûñêàíèÿ ìàòðèöû A ïî ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèÿì k , k = 1; 2 : : : ; 6 ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé ïî À.Í. Òèõîíîâó, ãäå ìíîæå-
ñòâîì êîððåêòíîñòè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ êîìïàêò M , îïðåäåëåííûé
âûøå. Ðåøåíèå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç ìàòðèö (41)(47) â çàâèñèìî-
ñòè îò òîãî, êàêîé èç ìèíîðîâ Fij ìàòðèöû F ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 14-01-97010-
ð_ïîâîëæüå_à, 14-01-97013-ð_ïîâîëæüå_à), Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè
Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí (ïðîåêò 2217/ÃÔÇ).
Summary
A.M. Akhtyamov, A.V. Muftahov, A.A. Aitbaeva. On the uniqueness of loading xing one
end of the rod on the natural frequencies of oscillationm. The problem of identication of
beam boundary conditions at one end from the six natural frequency is concidered. The well-
posedness set is constructed by Plucker's conditions, arising at restoration matrixes from its
minors the maximal order. A.N.Tikhonov well-posedness is proved. The explicit solution of the
identication problem of boundary conditions matrix is found. It is written out in terms of the
characteristic determinant of the corresponding spectral problem.
Key words: (eigenvalues, the inverse problem, the natural frequencies, beam, concentrated
inertial element,Plucker's conditions)
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